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Chapitre 4 : Applications linéaires. Matrices.

Dans tout le chapitre K =R ou C.

1 Applications linéaires

1.1 Définition

Définition 1. Soient E et F' deux K-ev.
e On appelle application linéaire de F dans F' toute application f: F — F telle que :

V(z,y) € E*, Y(\, 1) € K, f(Aa + py) = Af(x) + p-f(y)

e L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).
e Une application linéaire de E dans lui-méme est appelé un endomorphisme de E. L’ensemble des endomor-
phismes de E est noté L(E).

Remarque Si f € L(E,F) alors f(0g) =0p.

1.2 Propriétés des ensembles d’applications linéaires

Théoréme 1. Soient F et F deux K-ev. L’ensemble des applications linéaires de E dans F', L(E, F), est un K-ev.

Proposition 1. Soient E, F et G trois K-ev. Si f € L(E,F) et si g € L(F,G) alors go f € L(E, Q).

Proposition 2. Si f et g sont des applications linéaires de L(E, F') et u et v des applications linéaires de L(F,G).
Alors pour tous (A, 1) € K? on a

wo (Af +pg) =AMuo f)+p(uog) et (Mu+pv)of=Auof)+p(vof)

Théoréme 2. Soit F un K-ev. I’ensemble des endomorphismes de E, L(E) est un K-ev.

Définition 2. Soit u un endomorphisme de E. Pour tout n € N, on définit u™ par :

wW=Idg et "t =wuou”




Théoréme 3. Soient (f,g) € L(E)? et n € N. Si fog = go f alors les deux égalités suivantes sont vérifides :

(f+9)" = Z <Z> frognF (binoéme de Newton)
k=0

n—1
=gt =(f—g)o) fFogit™t
k=0

Attention dans ces deux égalités les puissances désignent des compositions !

Définition 3. Un endomorphisme de E bijectif est appelé un automorphisme de E. L’ensemble des automorphismes
de E est noté GL(E).

Proposition 3. La composition est une loi de composition interne de GL(E). Autrement dit la composition de deux
automorphismes de F est un automorphisme de E.

1.3 Image et surjectivité

Définition 4. Soit u € L(E, F'). On appelle image de u, notée Imu ’ensemble des éléments de F' qui ont (au moins)
un antécédent par v dans E, ie. Inu={y e F; Jx € E; y=u(x)} = {u(z), z € E}.

Proposition 4. Soit v € L(E, F). Imu est un sous-ev de F'.

Théoréme 4. Soit u € L(E, F'). u est surjective si et seulement si Imu = F.

Proposition 5. Soient u € L(E,F') et (e1,...,ep,) une base de E. Si on note f1 = u(e1),..., fp = u(ep) alors
(f1s---, fp) est une famille génératrice de Imu.

Théoréme 5. Soient (e1,...,e,) une base de E et (f1,..., fp) une famille quelconque de vecteurs de F'. Il existe une
unique application linéaire u € L(E, F) qui vérifie :

Vi e [1,p], u(e;) = fi




1.4 Noyau et injectivité

Définition 5. Soit u € L(E, F). On appelle noyau de u, notée Keru 'ensemble {z € E ; u(x) =0p}.

Proposition 6. Soit v € L(E, F). Keru est un sous-ev de E.

Théoréme 6. Soit u € L(F, F). u est injective si et seulement si Keru = {0g}.

Proposition 7. Soient v € L(E,F) et (e1,...,ep,) une base de E. Si on note f1 = u(e1),..., f, = u(ep) alors u est
injective si et seulement si (f1,..., fp) est une famille libre de F.

1.5 Isomorphismes

Définition 6.
e Une application linéaire bijective de E vers F' est appelée un isomorphisme de F dans F.
e Si F et F sont deux espaces vectoriels tels qu’il existe un isomorphisme de E dans F alors on dit que E et F
sont isomorphes.

Proposition 8. Si u est un isomorphisme de E dans F' alors sa bijection réciproque est un isomorphisme de F' dans
E (elle est en particulier linéaire).

Théoréme 7. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie.
e Soit u € L(E, F). u est un isomorphisme si et seulement si I"image d’une base de E par u est une base de F'.
e [ et F sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme dimension.

2 Rang

2.1 Théoréme du rang

Définition 7. Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs. On appelle rang de cette famille et on note rg(es, ..., ep)
la dimension de Vect (e1,...,ep).

Définition 8. Soit v € L(F, F'). Si Imu est de dimension finie, on appelle rang de u et on note rg(u) la dimension
de Imu.




Théoréme 8. Théoréme du rang
Soit u € L(E, F) avec E de dimension finie. On a

dim FE = dim Ker (u) 4 rg(u)

2.2 Premiéres conséquences du théoréme du rang

Théoréme 9. Soit u € L(E, F) avec E et F' de dimension finie.
e u est injective si et seulement si rg(u) = dim E
e u est surjective si et seulement si rg(u) = dim F' (indépendant du théoréme du rang)

Théoréme 10. Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et v € L(E, F). On a

u injective <= u surjective <= u bijective

3 Représentation matricielle d’une application linéaire

3.1 Matrice d’une famille de vecteurs et d’une application linéaire

Définition 9. Soient £ un K-ev de dimension n et B = (e1,...,e,) une base de E et (uy,...,up) une famille de p
n

vecteurs de E. Pour tout j € [1,p] on note (ai;)1<i<n les coordonnées de u; dans la base B, i.e u; = Zaijei. La
i=1

matrice (ai;) € Mup(K) est appelée la matrice de la famille de vecteurs (u,...,u,) dans la base B et notée
Mat g(u1, ..., up).

Remarque Siwu € E alors Mat g(u) est la colonne des coordonnées de u dans la base B.

Définition 10. Soient E et F deux K-ev de dimension respective p et n, B = (e1,...,ep) une base de E et
C = (f1,..., fn) une base de F.

Soit w € L(E, F). On appelle matrice de u dans les bases B et C et on note Mat g ¢(u) € My, (K) la matrice de
la famille u(B) = (u(e1), ..., u(ep)) de vecteurs de F' dans la base C.

n
Si on note (a;;) les coefficients de cette matrice, on lit dans la j-iéme colonne les coordonées de u(e;) : u(e;) = Z aij fs.
=1

Si E = F et si B=C au lieu de noter Mat 5 g(u), on note plus simplement Mat g(u).

Remarque Inversement & une matrice A € M,,(K) on peut associer canoniquement une application linéaire
pa : KP — K" définie par :
VX e RP,pa(X) = AX



3.2 Isomorphisme entre L(E, F) et M,,(K)

Proposition 9. Soient F et F' deux K-ev de dimension respective p et n. Alors

dim L(E, F) = dim E x dim F

Théoréme 11. Soient F et F deux K-ev de dimension respective p et n, B une base de F et C une base de F'.
L’application ¢ : L(E, F) — M,,;,(K) définie par ¢(f) = Mat g ¢(f) est un isomorphisme.

Remarque On en déduit, par exemple, que pour tout (f,g) € L(E, F)? et pour tout (A, u) € K2 on a
Mat g.c(Af + png) = \Mat g c(f) + uMat g.c(g)

Théoréme 12.

1. Soient F et F' deux K-ev de dimension respective p et n, B une base de E et C une base de F.
Soient u € L(E,F), x € E et y € F. On leur associe A = Mat gc(u) € My,(K), X = Mat g(z) € M, 1(K) et
Y = Mat¢(y) € M, 1(K). On a alors I'équivalence entre les deux écritures vectorielles et matricielles suivantes :

y=ux)<=Y =AX

2. Soient Ey, Es, E3 trois K-ev de dimension finie, de bases respectives By, By, Bs. Soient f € L(FEy,Es) et g €
£(E2,E3). On a
Mat 5, 5, (g9 © f) = Mat 5, 5,(g) x Mat g, 5,(f)

3.3 Endomorphismes et matrices carrées

Proposition 10. Soit £ un K-ev et B une base de E. Alors I'application

CL(E) = Mu(K)
75 f = Matg(f)

est un isomorphisme

Théoréme 13. Soient (A4, B) € M,,(K)2. Si AB = BA alors les deux formules suivantes sont vérifiées :

(A+B)" = Zn: (Z) AFBrk

k=0
n—1
A" — B" = (A_B)ZAanflfk
k=0

Théoréme 14. Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie, B une base de E, C une base de F et u € L(E, F).
On a
u est bijective si et seulement si Mat 5 ¢(u) est inversible

Dans ce cas Mat ¢ g(u1) = (Mat g (u)) "




Remarque Ceci inclus le cas des endormorphismes ot £ = F et B =C.

3.4 Rang d’une matrice

Définition 11. Soit A € M,,,(K). On note ¢4 'application linéaire de K? dans K™ canoniquement associée & A. Le
rang de ¢4 est égal au rang de la famille des vecteurs colonnes de A et c’est cette valeur commune qu’on appelle rang
de la matrice A et qu’on note rg(A)

Théoréme 15. Soient E et F' deux K-ev de méme dimension finie, B une base de E, C une base de F.
e Soit F une famille de vecteurs de E, on a rg(F) = rg (Mat g(F))
e Soit u € L(E, F), on a rg(u) =rg (Mat g ¢(u))

Théoréme 16. Soit A € M, (K).
A est inversible si et seulement si rg(A4) =n

Théoréme 17. Soit A € M,,(K). A et sa transposée, AT, ont le méme rang.

4 Changement de base

Définition 12. Soient E un K-ev de dimension finie et By, Bs deux bases de E. On appelle matrice de passage
de By a By notée Pg,.,p, la matrice Mat g, (B2).

Autrement dit, dans les colonnes de Pg,.5,, on met les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base By exprimées
dans 'ancienne base B;.

Proposition 11. Propriétés des matrices de passage
Soient E un K-ev de dimension finie et By, By, B3 trois bases de E.

1. On peut voir une matrice de passage comme la matrice représentative de Idg :

PBlHBQ = Mat 32731 (IdE)
(Attention au changement d’ordre des deux bases!!)
2. Une matrice de passage est toujours inversible. Et (PBI,_,BQ)_1 = Pp,B,

3' PBl?—)BQPBQ?—)B;; = PBl’—)Bg

Théoréme 18. Changement de base pour un vecteur
Soient F un K-ev de dimension finie et 1, By deux bases de F. Soit  un vecteur de F.
On note X; = Mat g, (z) et X2 = Mat g, (x) (matrices colonnes) et P = Pg,,5,. On a alors

X; =PX, ouencore X, =P 'X;




Théoréme 19. Changement de base pour une application linéaire

Soient F et F' deux K-ev de dimension finie et 1, By deux bases de E, C1, Co deux bases de F.
Soit f € L(E,F). On note A; = Mat g, ¢, (f) et A2 = Mat g, ¢, (f) ainsi que P = Pg, 5, ¢t Q = Pe,¢,- On a

A; = QAsP™! ouencore Ay =Q AP

Corollaire. Cas d’un endomorphisme
Si f € L(E), et si on note Ay = Mat p, (f) et A; = Mat ,(f) ainsi que P = Pg,,,5,, alors :

Ay = PA,P~' ouencore Ay, =P 'AP

Définition 13. Deux matrices (A, B) € M,,(K)? sont semblables s'il existe une matrice P € M,,(K) inversible telle
que A = PBP~ .

Proposition 12. Deux matrices de M,,(K) sont semblables si et seulement si elles sont des matrices représentatives
d’un méme endomorphisme.

Proposition 13. Soient deux matrices (A, B) € M,,(K)? semblables. On note P € GL,(K) telle que A= PBP~".
1. Pour tout k € N, A* et B* sont semblables et A¥ = PB*P~1
2. A et B ont le méme rang.
3. A et B ont la méme trace. (HP)




